Laboratorium ochrony danych

Cwiczenie nr 3

Temat ¢wiczenia: Kod BCH

Cel dydaktyczny: Zapoznanie si¢ z metodami detekcji 1 korekcji bledow transmisyjnych za
pomoca binarnych kodow cyklicznych, na przyktadzie kodu Bose-Chaudhuri-Hocquenghema.

Wprowadzenie teoretyczne

Kody cykliczne

Kody cykliczne sa podklasa kodow liniowych i znalazty najwigksze zastosowania prak-
tyczne. Popularno$¢ kodow cyklicznych wynika z nastgpujacych ich zalet:

e istnieja efektywne algebraiczne metody konstrukcji kodéw cyklicznych o wymaganych
wlasciwosciach,

e realizacja koderow i1 dekoderéw koddéw cyklicznych za pomoca rejestrow przesuwnych
ze sprzezeniem zwrotnym jest stosunkowo prosta.

W algebrze kodéw cyklicznych ciagi informacyjne i kodowe zapisuje si¢ w postaci wie-
lomianow, a wlasciwosci kodow opisuje si¢ za pomoca pojec z zakresu pierscieni wielomia-
néw i ciat Galois.

Nazwa kodéw cyklicznych pochodzi od wihasciwosci przesunigcia cyklicznego, ktora
spetniaja wektory kodowe. Stad wywodzi si¢ tez definicja kodu cyklicznego.

Kod (n,k) jest kodem cyklicznym, jesli kazdy wektor kodowy

c :[anfl,anfz,...,al,ao]
po i-tym przesuni¢ciu cyklicznym daje wektor

¢ = [an—l—i s Apgjseees 158058y 158y 55005 an—i]

bedacy rowniez wektorem kodowym tego kodu.
Wektor kodowy ¢ mozna zapisa¢ w postaci wielomianu

_ n—1 n-2
dx)=a, ;x"" +a,,x"+.. +a,x +ayx.

W teorii blokowych kodoéw cyklicznych wykorzystuje si¢ pojgcie pierscienia klasy reszt
modulo x" —1. W dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do kodéw nad GF(2). PierScien
klas reszt modulo x" +1 jest pierScieniem wielomianéw stopnia nie wigkszego niz n — 1, kto-
re odpowiadaja ciagom binarnym o dtugosci n.

Wielomiany generujace kody BCH
Ideatem jest podzbidr wielomiandw pierscienia generowany przez pewien wielomian

g(x), ktory jest dzielnikiem x" +1. Ideal ten stanowi kod, a wielomian g(x) nazywamy wie-
lomianem generujqcym kod. Wielomian g(x) dzieli bez reszty kazdy wielomian odpowiadaja-
cy wektorowi kodowemu. Stopien wielomianu generujacego kod okresla liczbe elementow
kontrolnych wektora kodowego.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze wielomianem generujacym kod cykliczny moze
by¢ kazdy wielomian, ktory jest podzielnikiem x”" +1, gdzie n=¢" —1, a m jest liczba natu-
ralna.



Kody Bose-Chaudhuri-Hocquenghema (BCH) naleza do kodow korygujacych biedy lo-
sowe 1 maja duze znaczenie praktyczne. Zostaty one niezaleznie skonstruowane przez Hocqu-
enghema w 1959 r. oraz przez Bose z Chaudhurim w 1960 r. Kody BCH swoja popularnos¢
zawdzigczajq nastgpujacym zaletom:

e Istnieja efektywne metody konstruowania kodow BCH o zadanych wlasciwos$ciach de-
tekcyjnych i korekcyjnych.
¢ Konstrukcja koderéw i dekoderéw kodéw BCH jest prostsza niz dla innych kodow.

Kody BCH mozna konstruowa¢ nad ciatem binarnym i cialami rozszerzonymi. Naj-

wigksze znaczenie maja kody binarne. Udowodniono, ze dla kazdej liczby catkowitej m 1

t<2"" istnieje kod BCH o dtugo$ci n=2" —1. Moze on korygowa¢ do ¢ bledow i ma nie
wigcej niz mt elementéw kontrolnych. Kody te maja nastgpujace parametry:

e dlugos¢ wektora kodowego n=2" -1,
e liczba pozycji kontrolnych ~ n—k <m¢,
e odlegto$¢ minimalna d>2t+1.
Wielomiany generujace kody BCH wyznacza si¢ w nastepujacy sposob. Niech
a bedzie elementem pierwotnym ciata GF(2™). Zbior {f(x)} jest zbiorem ciagéw kodowych
kodu BCH, jesli pierwiastkami dowolnie wybranego wielomianu f'(x) sa elementy ciata

2 3 2
a,a”,a,...,a".

Kazdy element ciata o parzystym wykladniku ma w tej sekwencji taka sama funkcje
minimalna jak ktory$ z poprzedzajacych go elementéw o wyktadniku nieparzystym. Na przy-
ktad o’ ia* sa pierwiastkami m, (x), a° jest pierwiastkiem m,(x) itd. Uwzgledniajac ten
fakt podczas wyznaczania wielomianu generujacego kod BCH, wystarczy wzia¢ pod uwage
elementy ciala z wyktadnikami nieparzystymi.

Wielomian generujacy kod BCH o zdolnosci korekcyjnej ¢ jest najmniejsza wspolna
wielokrotnoscia funkcji minimalnych m, (x),m;(x),...,m,,_,(x)

g(x) = NWW(m1 (x),m5(x),...,m,,_, (x)).

Przyktad
Wyznaczanie wielomianéw generujacych kody BCH.

Dla m=4 dwumian x? ' —1 ma nastgpujacy rozktad
x" +1:(x+1)(x4 +x+1)(x4 +x° +x? +x+1)(x2 +x+1)(x4 +x° +1).
Wielomiany nierozktadalne z prawej strony znaku réwnos$ci sa wielomianami minimalnymi ele-
mentow ciata GF(2*). Podstawiajac symbole wielomianéw minimalnych, otrzymamy

x +1=m, (x) m, (x) m; (x) ms (x) m, (x)

Korzystajac z tego wyrazenia, dla zadanych wartosci ¢t mozna wyznaczy¢ wielomiany generujace
kody BCH.

t=1, g(x) =m, (x), kod Hamminga (15,11);
t=2, g(x) =m, (x) my (x), kod (15,7);
t=3, g(x) =m, (x) my (x) ms (x), kod (15,5).

Po prawej stronie wielomianéw generujacych podano parametry kodoéw (n,k). Na przy-
ktad dla r=2, (n,k)=(15,7). Aby obliczy¢ liczb¢ pozycji informacyjnych k& wektora kodowe-



go, nalezy wyznaczy¢ stopien wielomianu generujacego. Dla kodu (n,k) = (15,7) otrzymamy
wielomian generujacy 6smego stopnia

g(x):(x4+x+1)(x4+x3+x2+x+1):x8+x7+x6+x4+1.

Wektor kodowy bedzie zatem zawieral osiem pozycji kontrolnych i siedem informacyjnych. Odle-
glo§¢ minimalna tego kodu jest 4 >5 1 moze on korygowa¢ dwa bledy.
Dla =1 kod BCH ma wielomian generujacy

g(x)zml(x)=x4 +x+1.

Kod BCH korygujacy jeden btad jest jednoczesnie kodem Hamminga. Generalnie kody
Hamminga sa podzbiorem kodow BCH.

Algorytm kodowania

Do kodowanie informacji za pomoca kodow cyklicznych mozna wykorzysta¢ wielo-
mian generujacy kod lub macierz generujaca kod. Tutaj rozwazymy kodowanie za pomoca
wielomianu generujacego.

Wektor kodowy cyklicznego kodu systematycznego ma forme:

Cy =[m,H,...,mnfk,rnfkfl,...,ro],

gdzie wspotrzedne m; sa elementami informacyjnymi, a wspotrzedne »; — elementami kontro-
Inymi.

Gdy mamy wielomian generujacy g(x) stopnia n— k , to aby obliczy¢ wektor kodowy
systematycznego kodu cyklicznego (n,k), nalezy wykona¢ nastgpujace czynnosci:

1. Wielomian odpowiadajacy informacji m(x) pomnozy¢ przez x"*
x"k m(x)

2. Otrzymany iloczyn x"*m(x) podzielié przez wielomian generujacy kod g(x)

1 wyznaczy¢ reszte (x) z tego dzielenia

x"_km(x) = q(x) g(x) + r(x).
3. Obliczy¢ wielomian cy(x), odpowiadajacy wektorowi kodowemu, dodajac x"*m(x) i

reszte 7(x)
cy(x)= x"*m, (x)+r(x).
Napiszmy ciag informacyjny w postaci wielomianu
m(x) = mkflxlH + mkfzxk*2 +..4Amx +my.

PomnozZenie tego wielomianu przez x"* jest rownowazne z przesunieciem wektora ko-
dowego w lewo o n—k pozycji

k

—k+1 —
T mg "

n

-k _ n—1 n-2
m(x)x =m, X +mk72x +...+m1x

Dzielenie uzyskanego wyrazenia przez g(x) mozna zapisa¢ w formie algorytmu Eukli-
desa
m(x) X"k = q(x) g(x) + r(x),
gdzie g(x) jest czgscia catkowita, a r(x) reszta z dzielenia w postaci
r(x)=r_x" T nx .
Wzér umozliwiajacy obliczenia czesci kontrolnej wektora kodowego mozemy réwniez
zapisa¢ w formie kongruencji



k

n—k
Zmn—i'xn_i = Zrn—k—ixn_k_i(mOd g(x))
i=1 i=1
Wielomian z lewej strony kongruencji odpowiada czg¢$ci informacyjnej wektora kodowego, a
wielomian z prawej strony — czg$ci kontrolnej wektora kodowego, ktora jest rowna reszcie z
dzielenia wielomianu informacyjnego przez wielomian generujacy kod g(x).

Uproszczony algorytm dekodowania

W czasie transmisji wektorow kodowych kanatem transmisyjnym powstaja biedy
transmisyjne. Zadaniem dekodera jest wykrycie lub wykrycie i usunigcie tych btedow.

Kazdy kod cykliczny ma swdj algorytm dekodowania, ktory pozwala skorygowaé
wszystkie bledy korygowalne przez dany kod. W praktyce czgsto uzywa si¢ algorytmu
uproszczonego, wspolnego dla wszystkich kodoéw cyklicznych. Algorytm ten umozliwia wy-
krycie i1 korekcj¢ wszystkich btedéw znajdujacych si¢ na n — k pozycjach wektora kodowego.
Algorytm ten oméwimy szczegdlowo.

W procesie dekodowania oblicza si¢ syndrom wektora odebranego. Dla kodow cyklicz-
nych syndrom oblicza sig, dzielac wielomian c¢,(x), odpowiadajacy wektorowi odebranemu

cy, przez wielomian generujacy kod g(x). Syndrom s(x) jest rowny reszcie z tego dzielenia
cy(x)=q(x) g(x) + s(x).

Syndrom s(x) jest wielomianem stopnia <»n—k — 1. Je$li syndrom ma warto$¢ zerowa,

oznacza to, ze wektor odebrany jest wektorem kodowym 1 w czasie transmisji nie wystapity
zadne bledy wykrywalne przez kod. Niezerowa warto$¢ syndromu $wiadczy o tym, ze ode-
brany wektor nie jest wektorem kodowym i zostaty wykryte biedy transmisyjne.

Wektor odebrany cy, jest suma wektora nadanego cx 1 wektora btedow e. Wzo6r ten za-
pisujemy w postaci wielomianow

ey(x)=cx (%) + efx).
Wielomian odpowiadajacy wektorowi kodowemu cx dzieli si¢ bez reszty przez wielomian
generujacy kod g(x), mozna zatem napisac

cy(x)=m(x)g(x).
Podstawiajac t¢ zalezno$¢ do wzoru poprzedniego, otrzymamy
cy(x)=m(x) g(x) + e(x).

Porownujemy prawa strong tego wzoru z prawa strong wzoru pierwszego. Po przeksztatce-

niach mamy
e(x) = (m(x) +q(x)) g(x) + s(x).

Syndrom jest reszta z dzielenia wielomianu odpowiadajacego wektorowi btedow e(x)

przez wielomian generujacy kod g(x). Syndrom zawiera informacje o potozeniu btedow
transmisyjnych, co jest wykorzystywane w trakcie korekcji btedow.

Schemat blokowy algorytmu dekodowania z korekcja blgdéw pokazano na rysunku. Na
rysunku tym zastosowano takie same oznaczenia jak w opisie algorytmu. Proces dekodowania
ma nastgpujacy przebieg.

Po wyznaczeniu syndromu oblicza si¢ jego wage Hamminga w(s). Moga wowczas wy-
stapi¢ nastgpujace przypadki:

1. Waga syndromu jest mniejsza lub réwna zdolnos$ci korekcyjnej kodu, w(s) <z. Oznacza
to, ze btedy sa potozone w czg¢sci kontrolnej wektora kodowego (poprawna czg$¢ informacyj-
na mozna otrzymac¢ bezposrednio z wektora odebranego bez korygowania). Wektor odebrany



cy moze by¢ wtedy skorygowany dzigki dodaniu syndromu do wektora odebranego. W wyni-
ku tego dzialania otrzymamy wektor wyjsciowy dekodera ¢p

cp, =cy+5.

Na podstawie tego wektora mozna wyznaczy¢ informacje odebrang m". Bedzie ona réwna
czescl informacyjnej wektora cp.

iy {wektor odebrany}
=0 {wyzerowanie licznika przesuniec)
v
it s;:=¢;(mod g(x)); {obliczanie syndromu,
: wi=w,(s,); {obliczanie wagi syndromu,

T

¢; przesun cy-

klicznie w prawo
A

{sprawdzenie warunku korekcji}

ci=c, +s, {korekcja}
c; przesun cyklicz-
nie w lewo i razv

cn {wektor skorvgowany!

Schemat blokowy uproszczonego algorytmu dekodowania

2. Waga syndromu jest wigksza od zdolnosci korekcyjnej kodu, w(s) >¢. Przypadek ten
oznacza, ze btedy obejmuja czgs¢ informacyjna wektora kodowego. Nalezy woéwczas przesu-
na¢ cyklicznie wektor odebrany tak, aby bledy znalazty si¢ w czg$ci kontrolnej, a potem go
skorygowaé. W tym celu wykonujemy nastgpujace czynnosci. Przesuwamy wektor odebrany
cyklicznie o jedna pozycje w dowolnym kierunku (np. w prawo), obliczamy syndrom i jego
wage oraz sprawdzamy, czy zostat spelniony warunek podany w p. 1, czy tez warunek podany
wp. 2.

e Jezeli w(s) <t, nalezy skorygowa¢ wektor odebrany zgodnie z p. 1, a nastgpnie przesu-
nac¢ go cyklicznie w odwrotna strong (w lewo), aby odtworzy¢ jego pierwotna postac.

e Jezeli w(s)>t, trzeba ponownie przesuwac cyklicznie wektor odebrany w t¢ sama stro-
ng, obliczajac po kazdym przesunigciu syndrom i jego wage az do momentu, kiedy w(s) <t.
Wtedy nalezy skorygowa¢ wektor odebrany i przesuna¢ go w odwrotng strong o taka sama
liczbg pozycji.

Algorytm kodowania 1 obliczania syndromu wykorzystuja dzielenie wielomianow. W
realizacji programowej tych algorytméw mozna zastosowa¢ symulacje uktadu do dzielenia
wielomianow.



Opis oprogramowania

Dla zademonstrowania wtasciwosci kodu BCH opracowano program komputerowy w
jezyku Pascal. Sktada si¢ on z nast¢pujacych czgsci:

e program gtowny BCHCODE.PAS, realizujacy kod BCH 1 udostepniony w postaci
zrodlowe;;

e modut biblioteczny BCHUNIT.PAS, zawierajacy procedurg obliczania syndromu i
dostepny w postaci skompilowanej. Fragmenty tego programu, bez procedury obliczania syn-
dromu, podano w postaci zrédtowe;.

Analogiczny program BCH.CPP zrealizowano w jezyku C++.

Dodatkowo w zbiorze BCCGPOL.TXT podano zestaw wielomiandéw generujacych ko-
dy cykliczne (w tym kody BCH). Kolejne kolumny zawieraja:

n — dtugos$¢ wektora kodowego,

k — liczba symboli informacyjnych,

r — liczba symboli kontrolnych,

d — minimalna odleglo§¢ Hamminga,

g(x) — wielomian generujacy kod, zapisany w systemie 6semkowym.

Przebieg ¢wiczenia

1. Uruchomi¢ program BCHCODE (mozna skompilowa¢ BCHCODE.PAS w systemie
BP7.0), lub BCH, i przesledzi¢ jego dziatanie. Zwroci¢ uwagg na mozliwosci korekcyjne
kodu.

2. W programie BCHCODE.PAS do obliczania syndromu uzywa si¢ procedury Calcula-
te_Syndrom zdefiniowanej] w module BCHUNIT.TPU. Napisa¢ wtasna procedurg obli-
czania syndromu wektora kodowego i dotaczy¢ ja do programu w miejsce modutu
BCHUNIT.TPU. Podobnie w przypadku korzystania z programu BCH.CPP dopisa¢ kod
funkcji umozliwiajacej obliczanie syndromu. Uruchomi¢ program.

3. W zbiorze BCCGPOL.TXT znalez¢ wielomian generujacy kod BCH (7,4). Zmodyfiko-
wac program tak aby realizowat ten kod.

4. W zbiorze BCCGPOL.TXT znalez¢ wielomian generujacy kod cykliczny (51,24). Zmo-
dyfikowa¢ program tak aby realizowat ten kod.



